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 A equação da difusão de nêutrons, em geometria Cartesiana bidimensional para 
dois grupos de energia, com a presença de fonte fixa é resolvida aplicando-se um 
método de expansão em pseudo-harmônicos, com suporte na discretização nodal pelo 
método de expansão de fluxo (FEM) para grandezas médias. Para fins de comparação, o 
mesmo problema de fonte fixa foi resolvido através da discretização por diferenças 
finitas e, também para efeito de comparação, o cálculo do fluxo de nêutrons (problema 
de autovalor) foi feito tanto com o FEM quanto por diferenças finitas.  
O método de expansão em pseudo-harmônicos utilizado é parte da chamada 
versão alternativa do método perturbativo de pseudo-harmônicos e o problema de fonte 
fixa testado foi o de função auxiliar. Os resultados obtidos, para os casos testes 
realizados, mostram que o método desenvolvido para resolver problemas de fonte fixa é 







Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the 
requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.) 
 
 
USE OF PSEUDO-HARMONICS TO SOLVE THE FIXED SOURCE NEUTRON 
DIFFUSION EQUATION  
 
 




Advisor: Fernando Carvalho da Silva 
 
Department: Nuclear Engineering 
 
 
The two-group neutron diffusion equation, in two dimensional cartesian 
geometry, with fixed source is solved by using a pseudo-harmonics expansion method 
in connection to the flux expansion method of nodal discretization, based on average 
value. The same fixed source problem was solved by finite difference discretization and 
the results obtained were compared. The neutron flux associated with the eigenvalue 
problem was also solved by both methods (FEM and Finite Difference). 
 The pseudo-harmonics expansion method employed is part of the alternative 
version of the pseudo-harmonics perturbation method and the fixed source problem 
tested was the “auxiliary function” problem. Results obtained for the test cases show 
that the method developed for solving fixed source problems is very accurate when 
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 Em análise de reatores nucleares, a teoria da difusão de nêutrons, para o cálculo 
da criticalidade de um reator nuclear, nos conduz a uma equação que representa um 
problema de autovalor. Este problema de autovalor, também chamado de problema 
homogêneo, pode ser considerado como sendo a aproximação de uma situação mais 
realista, pois estamos admitindo que existe apenas uma fonte de nêutrons no núcleo do 
reator, que é a fonte de fissão. Entretanto, nêutrons podem ser produzidos por diversas 
outras fontes [1]. Como exemplo, os nêutrons provenientes dos produtos de fissão 
residuais, da radioatividade natural, da interação de partículas alfa e raios gama com o 
oxigênio e hidrogênio e ainda aqueles das fontes permanentes que são colocadas 
propositadamente no núcleo do reator para iniciar a reação de fissão em cadeia. Nesta 
situação estamos tratando do denominado problema de fonte fixa, também conhecido 
como um problema não-homogêneo. O problema não-homogêneo também aparece 
quando estamos considerando as chamadas funções auxiliares [2,3] ou então a função 
importância [2,4,5]. A fonte fixa nestes casos pode depender tanto do fluxo de nêutrons 
quanto do fluxo adjunto, ambos soluções de problemas de autovalor. Temos, então, três 
classes de problemas não-homogêneos: o problema de fonte fixa propriamente dita, de 
funções auxiliares e de função importância. 
 Podemos aplicar os métodos de diferenças finitas e dos elementos finitos ou os 
métodos nodais para discretizar as equações de fonte fixa, obter um sistema de equações 
lineares e algébricas e aplicar uma das técnicas iterativas bem estabelecidas para 
resolver tal sistema. Vale citar como exemplos os esquemas iterativos SOR (Successive 
Overrelaxation) [6,7,8] ou ADI (Alternating Direction Implicit) [6,7,8,9]. Entretanto, 
estas técnicas iterativas necessitam de pelo menos um parâmetro de aceleração e os seus 
valores ótimos geralmente são difíceis de serem obtidos.  
 Todos os métodos de discretização citados anteriormente vêm sendo utilizados 
de modo eficiente na solução de problemas de criticalidade. O método de diferenças 
finitas vem sendo aplicado na equação da difusão de nêutrons em duas dimensões desde 
a década de 50 [6] e até os dias atuais ainda é muito utilizado. No entanto, este método 
deixa de ser eficiente quando o problema envolve um número muito alto de pontos de 
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malha, aumentando o tempo de execução e consumindo espaço em memória para a sua 
execução. Essas dificuldades motivaram a pesquisa por métodos que utilizassem um 
número menor de pontos de malha sem reduzirem a precisão nos cálculos. Objetivando 
essas propriedades, foram desenvolvidos os métodos nodais [10]. Tais métodos 
apresentam um espaçamento de malha maior do que aquele que se faz necessário no 
método de diferenças finitas.  
Para se fazer uso de métodos nodais é necessário a determinação de parâmetros 
“equivalentes” (homogeneizados) para cada assembly do reator. O sucesso da 
metodologia nodal depende muito da acurácia do processo de homogeneização destes 
parâmetros, pois os métodos nodais estão baseados na subdivisão do domínio do núcleo 
do reator em vários nodos, nos quais os parâmetros são uniformes. 
 Os métodos nodais podem ser classificados em métodos analíticos e métodos 
polinomiais [10]. Os métodos nodais analíticos estão baseados nas soluções analíticas 
das equações integradas transversalmente. Como exemplos desta classe de métodos 
podemos citar o ANM (Analytic Nodal Method) [11], o NGFM (Nodal Green’s 
Function Method) [12] e o SNM (Spectral Nodal Method) [13]. Já os métodos nodais 
polinomiais usam polinômios para representar os fluxos. Dentro desta classe temos 
como exemplos o NEM (Nodal Expansion Method) [14], um método de correntes de 
interface, que usa polinômios do quarto grau como solução das equações integradas 
transversalmente e o FEM (Flux Expansion Method), para grandezas médias [9], que 
usa um polinômio do terceiro grau para representar o próprio fluxo de nêutrons. Neste 
trabalho de tese o método FEM é usado na solução dos problemas de autovalor e de 
fonte fixa de interesse.  
O método dos pseudos-harmônicos foi criado com o objetivo de contornar certas 
dificuldades na aplicação dos tradicionais métodos da Teoria de Perturbação. Esta 
metodologia tem mostrado a sua eficiência e é muito utilizada em Física de Reatores 
[15,21]. Na referência [17] de Abreu propôs uma versão alternativa do método dos 
pseudos-harmônicos e a mesma foi aplicada em duas dimensões, utilizando-se a 
discretização em diferenças finitas. Já no trabalho de Claro [21], foi proposta a união do 
método dos pseudos-harmônicos com a discretização nodal, para resolver problemas 
perturbativos.  
Do formalismo do método dos pseudos-harmônicos decorre um sistema de 
equações não-homogêneas e os pseudos-harmônicos são usados para resolver tais 
equações. Devido a esta característica do método dos pseudos-harmônicos, surgiu a 
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idéia de utilizá-lo na solução de problemas de fonte fixa, que são problemas não-
homogêneos. Na presente tese, o problema de fonte fixa será resolvido combinando-se o 
um método de expansão em pseudos-harmônicos com a discretização nodal FEM.      
 Para finalizar esta introdução apresentamos a seguir um resumo dos conteúdos 
dos capítulos subseqüentes desta tese. 
 No Capítulo II apresentamos as equações que descrevem alguns problemas de 
fonte fixa. No Capítulo III apresentamos a discretização pelo FEM, para grandezas 
médias, da equação da difusão para o problema de autovalor. No Capítulo IV são 
obtidas as expressões para as fontes fixas, apresentadas no Capítulo II, segundo a 
discretização pelo método FEM e também, com suporte nesta discretização, as 
principais matrizes e os termos de fonte, envolvidos na solução dos problemas de fonte 
fixa, pelo método dos pseudo-harmônicos, são construídos. No Capítulo V apresen-
tamos o desenvolvimento do método de expansão em pseudos-harmônicos, na versão 
alternativa. No Capítulo VI fazemos os testes para validação do método FEM aplicado a 
problemas de autovalor e o método de expansão em pseudo-harmônicos é aplicado na 
solução de problemas de função auxiliar. Finalmente, no Capítulo VII apresentamos as 

























 Nesta seção apresentamos as três diferentes classes de problemas de fonte fixa, 
para duas dimensões em geometria Cartesiana, e alguns exemplos desses problemas são 
descritos.  
 
II.2 PROBLEMA REAL DE FONTE FIXA  
 
 Para este tipo de problema a equação da difusão bidimensional a dois grupos de 
energia é da seguinte forma: 
 























































 ),( yxDg é o coeficiente de difusão de nêutrons no grupo g e na posição (x, y), 
),( yxg  é o fluxo de nêutrons presentes no grupo g e na posição (x, y),  
),( yxRg  é a seção de choque macroscópica de remoção no grupo g e na posição (x, y), 
g  é o espectro integrado de nêutrons de fissão no grupo g, 
),(' yxfg  é o produto do número médio de nêutrons emitidos na fissão pela seção de 
choque macroscópica de fissão no grupo g’ e na posição (x, y) 
e 
),(' yxgg  é a seção de choque macroscópica de espalhamento do grupo g’ para o grupo 
g e na posição (x, y).  
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II.3 FUNÇÕES AUXILIARES 
 
As funções auxiliares, que representam derivadas dos fluxos real e ou adjunto de 
nêutrons com respeito aos parâmetros nucleares, têm um papel importante quando se 
pretende aplicar a teoria de perturbação generalizada (GPT) em altas ordens [2,3,22]. 
Podemos encontrar na literatura uma variedade de trabalhos que envolvem estas 
funções. Como exemplo, citamos o trabalho de WHITE e SWANBON [3] onde é 
desenvolvido um método prático para se implementar a GPT em segunda ordem. Neste 
trabalho é proposto a utilização combinada de uma técnica de correlação direta para se 
obter as derivadas do fluxo com uma representação explícita da GPT de segunda ordem, 
para se ter predições melhoradas de quantidades integrais perturbadas. Podemos cons-
truir o problema de fonte fixa, relacionado às funções auxiliares, partindo-se do seguinte 
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    (II.3) 
 
 
Devido ao Teorema da Alternativa de Fredholm, a existência de uma solução para este 




































































































































































































































gg yxyxyx   
 
com  indicando a integração em x, y. 
Observamos que para resolver a equação (II.2) é necessário calcular previamente 
o fluxo de nêutrons   yxg , , o effK , que nesta equação é um parâmetro conhecido, e o 
fluxo adjunto de neûtrons   yxg , .   
 
II.4) FUNÇÃO IMPORTÂNCIA  
 
 Na implementação dos métodos de teoria de perturbação generalizada (GPT) em 
altas ordens precisamos não só calcular as funções auxiliares como também determinar 
as funções importâncias associadas às quantidades integrais de interesse [2,4,5,22]. 
Dependendo da quantidade integral, necessitamos calcular a chamada função 
importância real ou a função importância adjunta ou até mesmo ambas. Nas subseções 




II.4.1) FUNÇÃO IMPORTÂNCIA REAL 
 
O problema de fonte fixa para função importância real   yxg ,  é da seguinte 
forma:  
 






















































       
   (II.5) 
 
onde a fonte fixa ),( yxS g , que é uma fonte virtual, depende do fluxo de nêutrons e 
effK , como no caso de funções auxiliares, também é um parâmetro conhecido do 
problema de autovalor. 
 
II.4.2) FUNÇÃO IMPORTÂNCIA ADJUNTA  
 
O problema de fonte fixa para função importância adjunta   yxg ,  é da 
seguinte forma:  
 




























































       
(II.6) 
onde ),( yxS g

, também uma fonte virtual, depende do fluxo adjunto de nêutrons e effK  
também é aqui um parâmetro conhecido. 
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II.5 EXEMPLOS DE FONTES FIXAS 
 
II.5.1 FUNÇÃO AUXILIAR  
 
Para o caso do parâmetro nuclear kp  ser a seção de choque macroscópica de 











































































contrário. caso  ,0











II.5.2 FUNÇÃO IMPORTÂNCIA REAL 
 













































































       



















































),(  ),( ),(

















































II.5.3 FUNÇÃO IMPORTÂNCIA ADJUNTA 
 
 Para o caso de uma quantidade integral representando uma taxa de reação 
































gfg yxyxQ  ,                                                                   (II.16) 
 





































 A teoria da difusão de nêutrons é amplamente utilizada na análise da criticalida- 
de de reatores nucleares. O problema de criticalidade, tratado através da equação da 
difusão, é um problema de autovalor, cuja solução fornece o fator de multiplicação (o 
autovalor) e o fluxo de neutrôns (o autovetor correspondente), a partir do qual podemos  
obter a distribuição de potência no núcleo do reator. A solução deste problema de 
autovalor, ou problema homogêneo, é utilizada para se definir o problema de fonte fixa 
(problema não homogêneo). 
Neste capítulo o método de expansão de fluxo (FEM), para grandezas médias, é 
usado na discretização espacial da equação da difusão de nêutrons bidimensional e a 
dois grupos de energia, para problemas homogêneos (fluxo de nêutrons e fluxo adjunto).  
 
III.2 EXPANSÃO DO FLUXO  
 
A equação da difusão de nêutrons bidimensional, em geometria Cartesiana, para 





































































      









gfggfg yxyxyxS   
 
e 10   sendo um parâmetro de aceleração. A idéia de formular assim o problema 
está no fato  que quanto menor for o fator 1  maior é a parte da fonte de fissão 
tratada implicitamente e mais alta é a taxa esperada de convergência [9].   
 Diferentemente de outros métodos nodais, como por exemplo o CUBBOX [23], 
que utiliza o fluxo de nêutrons no ponto central do nodo, o método FEM, para 
grandezas médias, trabalha com o fluxo médio na área do nodo. No FEM o domínio do 
núcleo do reator é dividido em nodos, retângulos de área 
ji yxij
hhA   centrados em 
) ,( ji yx , como mostra a figura III.1, nos quais os parâmetros nucleares são 












































21                 e                 jyjj hyy 2
1
 21  , 
 




 , 4      
12
1







































                                    (III.2) 
 
que é parecida com aquela utilizada no método CUBBOX, mas com ijgd  sendo o fluxo 
médio no nodo em questão. Ou seja, a expansão é escrita de tal modo que seus 
coeficientes possam ser expressos diretamente em termos do fluxo médio nodal e dos 
fluxos médios nas interfaces dos nodos, em lugar dos correspondentes fluxos no ponto 
central do nodo e nos pontos médios das interfaces dos nodos. 
 
III.2.1 CÁLCULO DOS COEFICIENTES DA EXPANSÃO 
 
III.2.1.1  TERMO INDEPENDENTE 
 
 O fluxo médio nodal 
ij






























 .                                                           (III.3) 
 




































mostrando que o termo independente da expansão é o fluxo médio no nodo ij.  
 
III.2.1.2  TERMOS DE PRIMEIRO E SEGUNDO GRAUS  
 
Definindo os fluxos médios nas faces esquerda  jig ,21  e direita  jig ,21  do 















































































,21,21                                                                                       (III.4) 
e 
 .23 ,21,21 jigijgjigijxgb                                                                            (III.5) 
 
Procedendo de forma análoga para a direção y, ou seja, definindo os fluxos médios nas 



































yga                                                                                        (III.6) 
e 
 21,21, 23   jigijgjigijygb  .                                                                      (III.7) 
 
III.2.1.3 TERMO DE TERCEIRO GRAU 
 
Para o cálculo dos coeficientes ijxgc e 
ij
ygc  utilizaremos uma espécie de técnica de 
colocação onde a equação (III.1), para  =1, é ponderada com funções peso do tipo 
delta de Dirac e integrada na área de um nodo genérico ij. O expediente de fazer  =1 é 



































































   (III.8) 
 
Observando que as derivadas de segunda ordem do fluxo, com relação as variáveis 
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segue, da equação (III.8),  
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  (III.9) 
 










































Substituindo (III.4) na equação acima, podemos expressar o coeficiente ijxgc  da seguinte 
forma: 
 
























































Agora, fazendo )21()21(    e procedendo de forma análoga ao 
cálculo de ijxgc , obtemos 
 






















































(III.11)            
  
Como podemos observar, os coeficientes da expansão do fluxo são todos 




III.3 EQUAÇÃO DE BALANÇO NODAL 
 
 Integrando a equação (III.1) na área de um nodo genérico ij e dividindo a 
equação resultante pela área deste nodo, vem 
 
   























































































































































Utilizando (III.5) e (III.7) na equação acima, obtemos a chamada equação de balanço 



















































































































                 (III.13) 
   
A equação (III.12), que representa a conservação do balanço neutrônico sobre o 
nodo, relaciona o fluxo médio nodal e os quatro fluxos médios nas faces do nodo. 
 
III.4 CÁLCULO DAS GRANDEZAS MÉDIAS NAS FACES DO NODO 
 
III.4.1 CONDIÇÕES DE CONTINUIDADE NAS INTERFACES 
 
Os fluxos médios nas faces do nodo ij  2121,21,21   e  , ,  ijgijgjigjig   são 
calculados utilizando-se as condições de continuidade de fluxo e de corrente nas 
interfaces do nodo ij com os nodos vizinhos. Mas para não tornar o texto  muito 
extenso, será detalhado apenas o cálculo de jig
,21 , pois para os demais o procedimento 
é análogo.  
Da condição de continuidade de corrente na face esquerda do nodo ij, ou seja, 

























ixgixg dyyxdyyx  
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Substituindo, então, estas expressões em (III.14), segue  
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e os elementos das matrizes jix
,23L  e jix
,21Q  dados pelas seguintes expressões: 
 





























































 ;         gg ' ,                           (III.18) 
 









































 '         ; 
1
12 '                                     (III.19) 
 21 
e 






































   
gg ' ,                                                                                               (III.20)  
 
para 2 ,1g  e .2 ,1'g  
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e os elementos das matrizes 23,L ji j  e 
21,Q jij  dados pelas seguintes expressões: 
 






















          gg ' ,  (III.22) 
 





















          gg ' ,                           (III.23) 
 
     
           
4
1























                
















                                        (III.24) 
e 







































    
,g' g                                                                                                            (III.25) 
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para 2 ,1g  e .2 ,1'g   






,21',21   ;         para  1'  ii  
e 
;21',21,   jig
ji
g           para  1'  jj . 
 
III.4.2 CONDIÇÕES DE CONTORNO 
 
 Nesta seção escreveremos as condições de contorno que adotamos. E estas são 
de corrente líquida nula tanto em 21xx    Jj ,,1   quanto em 21yy   
 Ii ,,1   e de fluxo nulo tanto em 21 Ixx   Jj ,,1   quanto em 21 Jyy  
 Ii ,,1  . 
 Para não nos estendermos demais, detalharemos apenas as condições para a 
direção x , pois o procedimento é análogo para a direção y .    
 Em 21xx  , temos  
 






















































Agora, usando (III.15), para 1i , na equação acima, vem 
 


























,1 1,23 ,21,21 ,21
1
6
LQ ΦΦΦ  ,                                                          (III.26) 
 
cujos elementos de jy
,21L  são obtidos a partir de (III.17) e (III.18), com 2i , enquanto 
que os elementos de jy
,21Q  são dados por 
 

















hhDq           gg '                   (III.27) 
e 
















hq           gg ' ,                                 (III.28) 
 
com 2 ,1g  e .2 ,1'g  
Já em 21 Ixx , temos que 
 


























; ,21 0Φ  jI .,,1 Jj                                                                                 (III.29) 
 













ΦΦΦ                                                               (III.30) 
 
cujos elementos de 
21,Liy  são obtidos a partir de (III.22) e (III.23), com 2j , enquanto 
que os elementos de
21,Qiy são dados por 
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hhDq           gg '                    (III.31) 
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hq           gg '                                  (III.32) 
 
com 2 ,1g  e .2 ,1'g  
 E em 21 Jyy , temos que 
 
; 21, 0Φ Ji          .,,1 Ii                                                                          (III.33) 
 
III.5 CÁLCULO DAS GRANDEZAS MÉDIAS NOS NODOS 
 
O método padrão para resolver numericamente a equação da difusão de nêutrons 
multigrupo está baseado na estratégia de iteração interna-externa [6,7,24], onde a forma 
discretizada da equação, fixando-se a fonte de fissão, é resolvida por meio de iterações 
chamadas de internas. Após a convergência das iterações internas, tanto o autovalor 
quanto a fonte de fissão são recalculados, no que se chama iteração externa. Geralmente 
técnicas de aceleração são utilizadas para aumentar a taxa de convergência das iterações 
internas e externas. 
A construção de um sistema bloco penta diagonal, que pode ser resolvido pela 
estratégia de iteração interna-externa, é feita nesta seção.  
A equação de balanço nodal, equação (III.12), pode ser escrita na seguinte forma 
matricial: 
 

















































































































s ,  
 
 ijRijRijR diag 21,        
e 
 ijijij DDdiagD 21 , . 
 























































































































































































































































































                                                                                      (III.40) 
 
Podemos notar que o cálculo de jig
,21  envolve a razão entre fluxos médios nas 
faces e fluxos médios nodais. Essa é uma característica dos métodos de expansão de 
fluxo, para a estratégia de solução interna-externa.    








































































































































































































































































y qqqq ,                                                           (III.44) 
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21,21,   .                                                                                   (III.46) 
 






ji ,1 ,1 ,21 BA   ΦΦΦ                                                                        (III.47) 
e         
1, 1, 21, BA   jijiy
ijij
y
ji ΦΦΦ .                                                                      (III.48) 
 
 Resumindo, podemos adotar sempre as formas gerais (III.35), (III.41), (III.47) e 
(III.48), para obter os fluxos médios nas faces do nodo, fazendo-se: 
 
i) 0A ,1  jix  na equação (III.35), com 1i , para obter 
j
g
,21  , 
 ii) 0A ijx  e 0B
,1  jix  na equação (III.47), com Ii  , para obter 0
,21   jIg , 
 iii) 0A 1, jiy  na equação (III.41), com 1j , para obter 
21,  i
g  e 
 iv) 0A ijy  e 0B
1, jiy  na equação (III.48), com Jj  , para obter 0
21,  Jig . 
 
 Agora, substituindo (III.35), (III.41), (III.47) e (III.48) em (III.34), segue  
 












































































donde podemos escrever: 
 



























                                 (III.51) 
 

















































jijiij  ΦX  
 
,B 1, ,1B




 ΦX  
e 
,T 1, 1,T
 jijiij ΦY  
 




 C YXYXSΦ  .                                                             (III.55) 
 
O fluxo médio nodal ijΦ  pode então ser obtido através da estratégia de iteração  
interna-externa. No processo de iteração interna, ijΦ é obtido a partir da equação (III.55) 
usando o método SOR [6,7,8], onde: 
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      )1(, )1(T)1(R)(B)(L)(,
1)(,  1C 














 .                 
 
Aqui t é o índice de iteração interna, p é o índice de iteração externa enquanto 
que   representa  um parâmetro de extrapolação que acelera, de modo significativo, o 
processo de iterações internas. Para as iterações externas, onde as fontes de fissão são  
atualizadas para cada conjunto de iterações internas que convergiram, empregamos o 

































 Neste capítulo apresentamos a discretização do problema de fonte fixa, 
conforme a estrutura da discretização nodal FEM, apresentada no capítulo III. Este 
procedimento tem por finalidade construir as principais matrizes e os termos de fonte, 
envolvidos na solução dos problemas de fonte fixa, pelo método dos pseudo-
harmônicos. Ainda, segundo esta discretização, também formulamos as expressões para 
as fontes fixas que foram apresentadas no Capítulo II.  
 
IV.2 FORMA MATRICIAL DA EQUAÇÃO DISCRETIZADA 
 
De modo geral, todos os problemas de fonte fixa, em duas dimensões e para dois 



























































com 1effK  para problemas onde ),(, yxS gfixa  é uma fonte real de nêutrons ou 
conhecido, do problema de autovalor, para os demais problemas de fonte fixa. 
 Aplicando a discretização FEM, especificamente os procedimentos adotados nas 
seções III.3 (com 1  ) e III.4, e usando as definições do Capítulo IV, obtemos, a 
partir de (V.1), a seguinte equação na forma matricial: 
 































































































































































































































































































































































































































































































             
 
As matrizes gB , gF  e gS  são matrizes diagonais da seguinte forma:  
 
 IJgJgIjgjgIgggg eeeeeeee  111312111 diag , 
 
cujos elementos são assim definidos: 
 
 Para a matriz gB : 
 
 ijgijgijRgyxijg ddhhe ji












































.                                                                                            (IV.5) 
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hhe   .                                                                                            (IV.6) 
 






hhe  .                                                                                              (IV.7) 
  
As matrizes ggg SFB
ˆ e ˆ  ,ˆ ' são do tipo bloco-diagonais da seguinte forma: 
 






























































































































    
Aˆ

;                Jj ,,1 , 
 


















  1 para        












g   
com    
 ijgijRgyxijg dhhb ji ˆ812
1
  
e                




sendo ijgdˆ  dado em (IV.4). 
 
 Para a matriz '
ˆ










 1 para       






























  .                                                                                       (IV.8) 
 










 1 para         


























 .                                                                                        (IV.9) 
 
As matrizes  
~






















































































































































onde j varia de 2 até 1J . 
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Os elementos genéricos ijge e 
ij
gc são assim definidos:  
 












  1 para         












g   
com  
















dado em (IV.5). 
 












 1 para       

























gf '  dado por (IV.8). 
 












 1 para          


















g sc  , 
 
com ijgs  dado por (IV.9). 
 




























































































































































































































































































































































































































































































































, 1 para         
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1 para            
12
1
















































gfixaS  serão definidos na próxima seção. 
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IV.3 DISCRETIZAÇÃO DA FONTE FIXA 
  
Conforme o método de discretização nodal FEM para grandezas médias os 
valores médios nodais da fonte fixa, na área e nas faces do nodo ij, são assim definidos, 
respectivamente: 
 























































































           (IV.12) 
 
onde   e   são as mesmas variáveis adimensionais definidas no Capítulo III. 
 A seguir, com base nestas definições, apresentamos as formas discretizadas das 
fontes fixas exemplificadas no Capítulo II.   
 
IV.3.1 O CASO DA FUNÇÃO AUXILIAR 
 
























































































contrário. caso em  ,0











IV.3.2 OS CASOS DAS FUNÇÕES IMPORTÂNCIAS 
 
IV.3.2.1 IMPORTÂNCIA REAL 
 
 Usando a expressão (II.9) em (IV.10), (IV.11) e (IV.12), temos que  
 















































 ,          
(IV.16)         
 





















































                                                                                                                                 (IV.17) 
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IV.3.2.2 IMPORTÂNCIA ADJUNTA 
 










































S                                                                             (IV.21) 
 
Observamos que neste caso os valores médios nodais, na área e nas faces do 


































 Os pseudo-harmônicos são definidos como as autofunções associadas a uma 
parte do operador difusão de nêutrons. Este operador parcial é constituído apenas pela 
fuga mais remoção, e ele é representado pela matriz B , que foi definida no Capítulo IV. 
O método dos pseudo-harmônicos é utilizado na reconstrução de fluxos perturbados e 
nele é resolvido essencialmente um sistema de equações não-homogêneas [15,21].  
Neste capítulo será mostrado como os pseudos-harmônicos são utilizados na 
solução da equação de difusão de nêutrons com fonte fixa. 
 
V.2 SOLUÇÃO DO PROBLEMA DE FONTE FIXA 
 
 O problema de fonte fixa pode ser, conforme mostramos no capítulo anterior, 
representado pela seguinte equação: 
 
fixaSFB s   .                                                                                  (V.1) 
 
A solução geral desta equação é dada pela expressão 
 
partc   Φ ,                                                                                               (V.2) 
 




















é a solução do problema homogêneo, cujas equações, de acordo com a discretização 
nodal FEM, podem ser postas na seguinte forma matricial: 
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ΦΦ Φ SFB      ,                                                                                          (V.3) 
 
onde as matrizes B , F  e S  são as mesmas já definidas no Capítulo IV. 
 
V.3 DETERMINAÇÃO DA SOLUÇÃO PARTICULAR 
 
 A solução particular part  pode ser determinada utilizando-se a seguinte 









Γ                                                                                               (V.4) 
 
onde L  é dado por N6 , sendo N  o número de nodos, pois temos três vetores para cada 
nodo (um vetor em x, um em y e um na área do nodo) e dois grupos de energia. Os 
vetores de base são assim definidos:  
 
ΦWΓ lll b ,                                                                                                (V.5) 
 
sendo lW  os chamados pseudos-harmônicos, autovetores do seguinte problema de 
autovalor: 
 
lllB WW  .                                                                                                  (V.6) 
 
 Chamamos a atenção que os vetores de base lΓ  são definidos como em (V.5) 




 lFΓΦ ; l  , 
 





































é o fluxo adjunto, solução do seguinte problema homogêneo: 
 
***    ΦΦ Φ TTT SFB   , 
 
com BBT  . 
 
V.3.1 DETERMINAÇÃO DOS COEFICIENTES DA EXPANSÃO 
 
 Substituindo (V.4) em (V.2), a expressão resultante em (V.1) e ainda 





lll SFI sW 
1
 .                                (V.7) 
 
De acordo com o método alternativo dos pseudo-harmônicos [17,18,19], 
podemos definir um conjunto de vetores linearmente independentes da seguinte 
maneira: 
 
  lll SFI Wη   ;      Ll ,,1                       
                                                             







 .                                                                                              (V.8) 
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 Para calcular os l , os vetores lη  são ortogonalizados, pois isto facilita a 
obtenção dos coeficientes l . A ortogonalização dos vetores lη  é feita através do 
processo de Gram-Schmidt, da seguinte forma: 
 Sendo 
 
11 ηv  , 
 





































T vvvv . 
 
De acordo com (V.9), observamos as seguintes propriedades: 
 




 ,,1         para      TT Llllll  vvηv .                                                     (V.11) 
 
























donde obtemos  






























  ;               1,,1 Ll .                        (V.13) 
     
Com as expressões dadas em (V.12) e (V.13), para os coeficientes l , a solução 
particular dada em (V.4) fica então determinada. 
 
V.4  DETERMINAÇÃO DA CONSTANTE ARBITRÁRIA  
 
Agora está faltando apenas encontrar a constante c da equação (V.2), para 
obtermos a solução geral do problema. Para este fim, normalizaremos   à unidade da 
seguinte forma: 
 
1T u ,                                                                                                     (V.14) 
com 
 1111T u . 
 
Observamos que a escolha deste tipo de normalização é apenas para sermos coerentes 
quando da comparação dos resultados. 
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 Então, substituindo (V.2) em (V.14), vem 
   
1  TTT  partc  uΦuu , 
 













































 Este capítulo é dividido em duas partes. Na primeira apresentamos e analisamos 
os resultados dos programas desenvolvidos para resolver problemas de autovalor. E na 
segunda parte apresentamos os resultados da solução de problemas de fonte fixa, mais 
especificamente funções auxiliares, por um método de expansão em pseudo-harmôni-
cos. 
 
VI.2 PROBLEMAS DE AUTOVALOR 
 
 Com a finalidade de testar e validar o programa que desenvolvemos, baseado no 
Método de Expansão de Fluxo (FEM) para grandezas médias, usando a estratégia de 
iteração interna-externa, foram gerados alguns resultados numéricos para problemas 
“benchmark” de autovalor. Estes testes se fazem necessários, pois o programa acima 
referido é usado para calcular tanto o fluxo de nêutrons quanto o fluxo adjunto que são 
soluções de problemas de autovalor. 
 Além disso, como não dispúnhamos de problemas “benchmark” de fonte fixa, 
desenvolvemos um programa que utiliza o Método de Diferenças Finitas (DF), do qual 
obtivemos as soluções de referência para tais problemas. Sendo assim, com a finalidade 
de testar e validar este programa, ele também foi executado para os mesmos problemas 
“benchmark” de autovalor usados para testar e validar o programa que utiliza o método 
FEM. 
 A seguir são apresentados e analisados os resultados, para cada problema 
“benchmmark” de autovalor, obtidos com os programas que desenvolvemos.   
 
VI.2.1 BENCHMARK DE KOEBKE    
 
O “benchmark” de Koebke [25] é uma configuração hipotética de um simpli-














2 2 2 
1 1 2 2 
1 1 1 2 2 
1 1 1 1 2 













Tabela VI.1- Parâmetros nucleares para o “benchmark” de Koebke 
 
Tipo Grupo gD  Rg  fg  'gg  
1 
1 1,50400 0,02681712 0,0047576 0 
2 0,35629 0,06949180 0,0857355 0,01873042 
2 
1 1,52340 0,02611013 0,0051284 0 
2 0,36045 0,08581920 0,1216174 0,01799933 
4 
1 1,02020 0,03228715 0 0 




ra VI.1 e os parâmetros nucleares que o caracterizam estão na Tabela VI.1. O espectro 
integrado de fissão g , usado neste e nos demais problemas “benchmark”, é igual a 1,0 
para o grupo 1 e nulo para o grupo 2. 
Para os cálculos com o FEM usamos uma malha com nodos de 6 cm   6 cm, o 
que significam 4 nodos por “assembly”, e para os cálculos com diferenças finitas uma 
malha com nodos de 1 cm   1 cm. Os fluxos de nêutrons obtidos pelo FEM são 
mostrados nas Figuras VI.2 e VI.3. 
O fator de multiplicação obtido com o FEM foi 0,97809 com um desvio 
percentual relativo de %05,0  em relação ao valor de referência, enquanto que para 
diferenças finitas o fator de multiplicação obtido foi 0,97791 e o desvio percentual 
relativo de %03,0 . Na Figura VI.4 mostramos a distribuição de densidade média de 
potência por “assembly” normalizada, para o caso de referência, e os desvios 
percentuais relativos dos resultados obtidos com os métodos FEM e diferenças finitas 
com relação à referência. Podemos observar que, para ambos os métodos, o desvio 
percentual relativo foi inferior a 1%, sendo 0,67%, o maior desvio para o método FEM. 
As médias dos desvios percentuais relativos em valores absolutos foi 0,24% e 0,22% 
para os métodos FEM e diferenças finitas, respectivamente. 
Os critérios de convergência, adotados neste e nos demais problemas “bench-
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 max ,                                                                        (VI.2) 
 


















g .                                                                       (VI.3) 
 
Neste problema “benchmark”, em ambos os métodos, os valores escolhidos para 
as tolerâncias K , S  e   foram, respectivamente,























        Fig. VI.2 Fluxo de nêutrons para o grupo 1 - “Benchmark” de Koebke 
                                                                      






















































Fig. VI.4 Distribuição de densidade média de potência por “assembly” normalizada 
 
 
VI.2.2 REATOR IAEA  
 
 O reator IAEA é outro “benchmark” bastante utilizado para teste de métodos 
nodais. Em sua versão 2D, ele possui quatro diferentes tipos de materiais conforme 
mostrado na Figura VI.5. Os parâmetros nucleares referentes a este reator estão na 
Tabela VI.2.  
Para os cálculos com o FEM usamos uma malha com nodos de 10 cm   10 cm, 
o que significam 4 nodos por “assembly”, e para os cálculos com diferenças finitas, uma 
malha com nodos de 1 cm   1 cm. A forma dos fluxos de nêutrons, calculados pelo 
FEM, estão representados nas Figuras VI.6 e VI.7. 
Para este reator o fator de multiplicação obtido através do FEM foi 1,029690 
com um desvio percentual relativo de %01,0  em relação ao valor de referência, 
enquanto que para diferenças finitas o fator de multiplicação obtido foi 1,029470 e o 
desvio percentual relativo de 0,01%. A distribuição de densidade média de potência por 
“assembly” normalizada, para o caso de referência, e os desvios percentuais relativos 
dos resultados obtidos com os métodos FEM e diferenças finitas, com relação à 
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diferenças finitas o desvio percentual relativo não passou de 1%, o mesmo não sendo 
observado para o método FEM, cujo desvio máximo foi de 1,35%. Já as médias dos 
desvios percentuais relativos em valores absolutos para os métodos FEM e diferenças 
finitas foram, respectivamente,  0,39% e 0,34%.   
Nos testes de convergência, em (VI.1), (VI.2) e (VI.3),  adotamos para ambos os 
métodos, as tolerâncias 710K  e 
510S , nas iterações externas, e uma tolerância 






Tabela VI.2- Parâmetros nucleares para o reator IAEA 
 




1 1,5 0,030120 0 0 
2 0,4 0,080032 0,135 0,02 
2 
1 1,5 0,030120 0 0 
2 0,4 0,085032 0,135 0,02 
3 
1 1,5 0,030120 0 0 
2 0,4 0,130032 0,135 0,02 
 
4 
1 2,0 0,040160 0 0 












Fig. VI.6 Fluxo de nêutrons para o grupo 1 - Reator IAEA 
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Fig. VI.8 Distribuição de densidade média de potência por “assembly” normalizada 
 
 
VI.2.3 REATOR ZION 
 
 O Zion é um reator PWR de potência. Além disso, este problema “benchmark” 
difere dos demais pois o “baffle” e o refletor são tratados explicitamente, conforme 
mostra a Figura VI.9. Nesta Figura, representando 41  do núcleo, estão apresentados os 
diferentes tipos de materiais que compõem o núcleo em questão. Os seus parâmetros 
nucleares são apresentados na Tabela VI.3. Para os cálculos com diferenças finitas  
usamos uma malha com nodos de aproximadamente 1,5 cm   1,5 cm nos “assemblies” 
e aproximadamente 0,4 cm   0,4 cm na região do “baffle”. E para os cálculos com o 
FEM usamos uma malha com nodos de 10,8 cm   10,8 cm nos “assemblies” e 2,86 cm 
  2,86 cm no “baffle”. Os fluxos de nêutrons, em cada grupo de energia, calculados 
com o FEM, estão representados nas Figuras VI.10 e VI.11.   
Com o método FEM o fator de multiplicação obtido foi 1,27493 com desvio 
percentual relativo de %007,0  em relação ao valor de referência. Já para o método de 
diferenças finitas obtivemos 1,27489 para o fator de multiplicação e um desvio 
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média de potência normalizada por “assembly”, para o caso de referência, e os desvios 
percentuais relativos dos resultados obtidos com os métodos FEM e diferenças finitas 
com relação à referência. Conforme podemos observar, tanto para o FEM quanto 
paradiferenças finitas, obtivemos desvios maiores que 1% na densidade média de 
potência normalizada de alguns “assemblies” adjacentes ao “baffle”. Para o método 
FEM estes desvios provavelmente diminuiriam com o uso de fatores de descontinuidade 
e uma adequada homogeneização do “baffle” e refletor. As médias dos desvios 
percentuais relativos em valores absolutos obtidos para os métodos FEM e diferenças 
finitas foram, respectivamente, 0,35% e 0,34%. 
Nos testes de convergência, em (VI.1), (VI.2) e (VI.3), adotamos para o método 
das diferenças finitas as tolerâncias 810K  e 
610S , nas iterações externas, e 
uma tolerância de 710 , nas iterações internas, enquanto que para o FEM adotamos 
as tolerâncias de 610K  e 
410S , nas iterações externas, e uma tolerância de 
510 , nas iterações internas.  
 
Tabela VI.3 - Parâmetros nucleares para o reator Zion 
 




1 1,02130 0,00322 0 0 
2 0,33548 0,14596 0 0 
2 
1 1,41760 0,02597 0,00536 0 
2 0,37335 0,06669 0,10433 0,01742 
3 
1 1,41920 0,02576 0,00601 0 
2 0,37370 0,07606 0,12472 0,01694 
 
4 
1 1,42650 0,02560 0,00653 0 
2 0,37424 0,08359 0,14120 0,01658 
 
5 
1 1,45540 0,02950 0 0 




         Fig. VI.10 Fluxo de nêutrons para o grupo 1 - Reator Zion           
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Fig. VI.12 Distribuição de densidade média de potência por “assembly” normalizada 
 
 
VI.2.4 REATOR BIBLIS 
 
 Para finalizar esta seção, apresentamos o reator Biblis [26]. Conforme mostra a 
Figura VI.13, neste “benchmark” o “baffle” e o refletor foram homogeneizados em uma 
única região (material do tipo 8). Os parâmetros nucleares, para os diferentes tipos de 
materiais deste núcleo, estão apresentados na Tabela VI.4. Para os cálculos com 
diferenças finitas usamos uma malha com nodos de aproximadamente 1,9 cm   1,9 cm, 
enquanto que para o método FEM usamos uma malha com nodos de 11,56 cm   11,56 
cm. Nas Figuras VI.14 e VI.15 apresentamos os fluxos de nêutrons para os grupos 1 e 2, 
respectivamente, calculada com o FEM. 
Com o FEM encontramos o valor 1,02554 para o fator de multiplicação e um 
desvio percentual relativo de %04,0  em relação ao valor de referência. Já com o 
método de diferenças finitas encontramos 1,02530 e um desvio percentual relativo de 
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por “assembly” normalizada, para o caso de referência, e os desvios percentuais 
relativos dos resultados obtidos com os métodos FEM e diferenças finitas com relação à 
referência. Observamos que para diferenças finitas o desvio percentual relativo ficou 
abaixo de 1%, o mesmo não acontecendo com o FEM, cujo desvio percentual relativo 
máximo foi de 2,4%. No entanto, espera-se que o uso de fatores de descontinuidade faça 
cair sensivelmente este desvio. Já as médias dos desvios percentuais relativos em 
valores absolutos para os métodos FEM e diferenças finitas foram, respectivamente, 
0,80% e 0,25%. 
Nos testes de convergência, em (VI.1), (VI.2) e (VI.3), adotamos para ambos os 
métodos as tolerâncias 610K  e 
410S , nas iterações externas, e uma tolerância 
de 510 , nas iterações internas. 
 
 
Tabela VI.4 - Parâmetros nucleares para o reator Biblis 
 




1 1,4360 0,0272582 0,0058708 0 
2 0,3635 0,0750058 0,0960670 0,017754 
2 
1 1,4366 0,0272995 0,0061908 0 
2 0,3636 0,0784360 0,1035800 0,017621 
3 
1 1,4389 0.0274640 0,0074527 0 
2 0,3638 0,0914080 0,1323600 0,017101 
4 
1 1,4381 0,0272930 0,0061908 0 
2 0,3665 0,0848280 0,1035800 0,017290 
5 
1 1,4385 0,0273240 0,0064285 0 
2 0,3665 0,0873140 0,1091100 0,017192 
6 
1 1,4389 0,0272900 0,0061908 0 
2 0,3679 0,0880240 0,1035800 0,017125 
7 
1 1,4393 0,0273210 0,0064285 0 
2 0,3680 0,0905100 0,1091100 0,017027 
8 
1 1,3200 0,0257622 0 0 
2 0,2772 0,0715960 0 0,023106 
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Fig. VI.14 Fluxo de nêutrons para o grupo 1 - Reator Biblis 
 
Fig. VI.15 Fluxo de nêutrons para o grupo 2 - Reator Biblis 
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Fig. VI.16 Distribuição de densidade média de potência por “assembly” normalizada 
 
 
VI.3 PROBLEMA DE FONTE FIXA 
 
O problema de fonte fixa que escolhemos, dentre os apresentados no capítulo II, 
para validar o uso de um método de expansão em pseudo-harmônicos na solução de tais 
problemas, foi o de função auxiliar. O núcleo usado nos cálculos foi o do “benchmark” 
de Koebke, cuja geometria e os parâmetros nucleares já foram apresentados, respecti-
vamente, na Figura VI.1 e Tabela VI.1. Tendo em vista que este “benchmark” apresenta 
três tipos de regiões e parâmetros a dois grupos de energia temos então seis diferentes 
casos representando problemas de fonte fixa para a função auxiliar definida em (II.7) e 
(II.8). Estes problemas foram resolvidos tanto por diferenças finitas, cujos resultados 
foram adotados como referência, quanto pelo método de expansão de pseudo-
harmônicos.  
Observamos que tanto o fluxo de nêutrons quanto o fluxo adjunto, usados nos 
cálculos feitos com pseudo-harmônicos, foram obtidos com o Método FEM, cujos testes 
de validação foram apresentados na seção anterior. A função auxiliar, obtida com o 
método de expansão em pseudo-harmônicos, foi comparada com aquela obtida por 
diferenças finitas. Na Tabela VI.5 são apresentados os maiores desvios percentuais 
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relativos encontrados para cada caso considerado.  
Ressaltamos que, para os cálculos por diferenças finitas, o tamanho da malha foi 
diferente de caso para caso, sendo 2,0 cm para os casos de 1 a 4, 0,5 cm para o caso 5 e 
1,0 cm para o caso 6. 
 




Fonte Fixa Desvio 
Percentual 












6 2 8,4 
 
 
Salientamos, também, que os desvios apresentados na Tabela VI.5 foram, em 
todos os casos, observados no grupo rápido e localizados no nodo 121 (x = 63 cm e y = 
63 cm), com exceção do caso 4, que foi localizado no nodo 17 (x = 33 cm e y = 9 cm). 
As formas das funções auxiliares, nas linhas correspondentes aos desvios apresentados 
na Tabela, são mostradas nas Figuras VI.17 a VI.22. Em todos os casos os desvios 
máximos são praticamente imperceptíveis. No entanto, podemos visualizar outros 
desvios para determinados casos, por exemplo, para o caso 6 (Figura VI.22) onde 
observamos que há um desvio, visualmente considerável, no nodo 111 (x = 3 cm), que 
na realidade é de apenas 2,6 %.  
Para efeito de ilustração, as formas gerais das funções auxiliares, em toda a área 
do núcleo do reator, obtidas com o método de expansão em pseudo-harmônicos e por 
diferenças finitas são apresentadas  nas Figuras VI.23 a VI.34. 
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(b) Diferenças Finitas 
 






































(b) Diferenças Finitas 
 












































(b) Diferenças Finitas 
 






































(b) Diferenças Finitas 
 








































(b) Diferenças Finitas 
 






































(b) Diferenças Finitas 
 




































(b) Diferenças Finitas 
 










































(b) Diferenças Finitas 
 




































(b) Diferenças Finitas 
 








































(b) Diferenças Finitas 
 






































(b) Diferenças Finitas 
 












































(b) Diferenças Finitas 
 




CONCLUSÕES E SUGESTÕES 
 
 Como vimos, o problema de autovalor foi resolvido com o método FEM para 
grandezas médias e também com o método de diferenças finitas. Em vista dos desvios 
relativos na comparação de ambos os métodos com os valores de “benchmark, podemos 
verificar que, de modo geral, os resultados são precisos. A validação do método FEM na 
solução do problema de autovalor é de importância básica pois o fluxo adjunto e o fluxo 
real obtidos neste problema são necessários no cálculo dos pseudo-harmônicos no 
problema de fonte fixa associado. É importante, também, a validação do método de 
diferenças finitas, no problema de autovalor, visto que não dispúnhamos de problemas 
“benchmark” de fonte fixa. De fato procuramos, inicialmente, obter a solução direta do 
problema de fonte fixa usando o método FEM com as devidas modificações nas 
equações do Capítulo III. No entanto, verificamos que esta linha de cálculo apresentava 
dificuldades para atingir a convergência. Provavelmente essas dificuldades estão 
relacionadas com a presença de funções negativas nas matrizes de iteração (equações 
III.36, III.37, III.42 e III.43), podendo destruir certas propriedades importantes para o 
bom funcionamento do método SOR. Pois, a necessidade de tais matrizes apresentarem 
certas propriedades especiais, como por exemplo de serem não-negativas, na solução de 
sistemas lineares é notório, sendo amplamente abordado na literatura [6,7,8,27]. Em 
função desta dificuldade optamos em calcular a solução direta do problema de fonte fixa 
através do método de diferenças finitas e considerar os seus resultados como os de 
referência para o método dos pseudo-harmônicos. 
O código desenvolvido para as diferenças finitas tem, praticamente, as mesmas 
sub-rotinas nos dois tipos de problemas tratados. As únicas distinções estão no fato de 
que no problema de fonte fixa o código não tem iterações externas, pois a fonte de 
fissão está fixa, e que neste tipo de problema é necessário que façamos, em cada 
iteração, a descontaminação do modo fundamental. Se não descontaminarmos a contri-
buição do modo fundamental, a confiabilidade na solução pode ser questionada [28].     
 Na solução do problema de fonte fixa para função auxiliar testamos o método 
dos pseudo-harmônicos, onde consideramos os resultados das diferenças finitas como 
referência, e constatamos que ele é um método adequado para este tipo de problema. 
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Podemos, então, concluir que a implementação do método dos pseudo-harmônicos com 
a discretização do FEM para grandezas médias é um caminho viável na solução desses 
tipos de problemas. 
 Como sugestão para trabalhos futuros propomos que o problema de fonte fixa 
seja resolvido diretamente pelo método FEM para grandezas médias, substituindo o 
esquema iterativo interna-externa, que foi adotado neste trabalho, pelo esquema 
iterativo ADI (Alternating Direction Implicit) [7,8,9,10]. Uma vez que as matrizes 
envolvidas no ADI não dependem da solução do problema, como ocorre no método que 
adotamos, é razoável esperarmos a convergência do processo iterativo.  
 Outra sugestão que propomos é desenvolver a discretização FEM para a 
geometria de 81  para o núcleo. Com este procedimento as matrizes pertinentes 
sofreriam uma sensível redução em suas dimensões, possibilitando que o método de 
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